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Общая характеристика работы 
Актуальность темы. В теории абелевых групп одним из направлений 
исследований является изучение групп, содержащих собственную подгруппу, 
изоморфную самой группе. 
Такие группы изучал Р. А. Бьюмонт в ([9]), он называл их /-группами. В 
([9]) установлено, что всякая примарпая абелева группа, разложимая в беско­
нечную прямую сумму коциклических групп, является /-группой . !-модули 
нееледовались в ([10]) Р. А. Бьюмоитом и Р. С. Пирсом . В частности , в (110]) 
установлено, что R-модуль без кручения М, не являющийся делимым, явля­
ется !-модулем , а любой периодический модуль М конечного ранга не явля­
ется /-модулем . В ([11]) кроме /-групп рассматривались I Р-группы (группы, 
изоморфные собственной сервантной подгруппе) и I D-группы (группы, изо­
морфные собственномупрямому слагаемому). 
В ([13]) П . Кроули строит пример бесконечной примарной абелевой группы 
без элементов бесконечной высоты, которая не изоморфна никакой собствен­
ной подгруппе. 
В работе ([16]) П. Хилл и Ч. Меджиббен дают более общую и простую 
конструкцию примарных групп без собственных изоморфных подгрупп, чем 
П. Кроули. В своей работе они также показывают, что для того, чтобы бес­
конечная редуцированная примарпая группа была группой без собственных 
изоморфных подгрупп, необходимо, чтобы она была неограниченной, несчет­
ной и имела конечные инварианты Ульма- Капланского. 
В ([18]) Г. С . Монк исследует абелевы р-группы, не содержащие собствен­
ных сервантных плотных подгрупп , изоморфных самой группе. 
В последнее время интерес к группам без собственных изоморфных им 
подгрупп не угасает. В частности , в ([14]) Б. Голдсмит, С. Охогейн и С. Бал­
лутис изучают квазиминимальные группы (группы, изоморфные всем своим 
подгруппам такой же мощности как сами группы), сервантно квазиминималь­
ные группы (группы, изоморфные всем своим сервантным подгруппам такой 
же мощности как сами группы), прямо квазиминимальные группы (группы, 
изоморфные всем своим прямым слагаемым такой же мощности как сами 
группы). 
Цель работы. Целью диссертационной работы является изучение 
групп, содержащих собственную вполне характеристическую подгруппу, изо-
3 
морфную самой группе (такие группы названы в работе I F-группами), из 
различных классов абелевых групп. 
Общая методика исследования. В диссертации используются мето­
ды теории абелевых групп и модулей. В работе используется также понятие 
вполне транзитивной абелевой группы без кручения, введенное П. А. Крыло­
вым, и некоторые результаты о таких группах, полученные С.Я. Гриншпоном 
и П.А. Крыловым. 
Научная новизна. Все результаты диссертационной работы являются 
новыми. Основными результатами работы можно считать следующие. 
• Установлены связи между некоторыми свойствами возрастающей после­
довательности а неотрицателъных целых чисел и редуцированноЯ сепара­
бельноЯ группы А при условии изоморфизма группы А на ее вполне харак­
теристическую подгруппу S, задаваемую последовательностью а. 
• Найдены необходимые и достаточные условия того, чтобы группа А, раз­
лагающаяся в прямую сумму своих вполне характеристических подгрупп, 
являлась I F-группой. 
• Доказано, что любая ограниченная группа не содержит собственную 
вполне характеристическую подгруппу, изоморфную самой группе. 
• Доказано, что нередуцированная периодическая группа А является I F-
группой тогда и только тогда, когда лекоторая р-компонента группы А не 
является делимоЯ группой и имеет редуцированную часть, которая является 
I F-группоЯ . 
• Доказано, что сепарабелъная р-группа не является I F-группой, если ее 
базисная подгруппа не является I F-группой, и найдено необходимое условие, 
при котором неограниченная сепарабельная р-группа является I F-группой. 
• Получено полное описание периодически полных I F-групп. 
• Доказано, что однородная х-группа А не содержит собственную вполне 
характеристическую подгруппу, отличную от пА, которая изоморфна самой 
группе. 
• Установлено, что собственная вполне характеристическая подгруппа S 
однородноЯ вполне транзитивной группы А изоморфна группе А тогда и 
только тогда, когда S = пА для некоторого натурального числа п, отлич-
ного от единицы . ~.r~ .. "· .• 
Теоретическая и nрактическая ц~~ост~ ,~'f·~:!fЕ/Jссертаци­
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онной работы имеют теоретическое значение и могут быть использованы в 
исследованиях по теории абелевых групп и модулей , а также при чтении 
спецкурсов для студентов старших курсов и аспирантов. 
Апробация результатов. Результаты диссертационной работы докла­
дывались на XII, XIII и XIV Всероссийских конференциях студентов, аспи­
рантов и молодых ученых <<Наука и образование~ (Томск, 2008 г., 2009 г. и 
2010 г. ) , на Международной алгебраической конференции , посвященной 10Q-
летию со дня рождения А.Г. Куроша (Москва, 2008 г.) , на Всероссийской 
конференции по математике и механике , посвященной 13Q-летию Томского 
государственного университета и бG-летию механико-математического фа­
культета (Томск , 2008 г.) , на Международной конференции «Алгебра, логика 
и приложения• (Красноярск , 2010 г. ), на Всероссийском симпозиуме «Абе­
левы груnпы•, посвященном 95-летию Л.Я. Куликова (Бийск , 2010 г.), на II 
Всероссийской молодежной научной конференции «Современные проблемы 
математики и механики• (Томск , 2011 г.). Основные результаты неоднократ­
но докладывались на семинарах кафедры алгебры Томского государственно­
го университета. По теме диссертации опубликовано 13 работ (120) - I32J). 
Структура и объем работы. Представляемая диссертационная рабо­
та состоит из введения, списка обозначений, трех глав и списка литературы. 
Работа изложена на 77 страницах . Библиография содержит 32 наименования . 
Содержание работы. Все груnпы, рассматриваемые в работе, явля­
ются абелевыми. 
В первой главе диссертации рассматриваются некоторые общие свойства 
групп , имеющих собственную вполне характеристическую подгруппу, изо­
морфную самой группе . В первом параграфе этой главы приводятся основные 
определения и известные результаты , используемые в дальнейшем. 
Во втором параграфе, используя описание И . Капланекого вполне харак­
теристических подгрупп одного классар-групп в терминах последовательно­
стей порядковых чисел и символов оо, исследуются связи между некоторы­
ми свойствами возрастающей последовательности а неотрицательных целых 
чисел и свойствами редуцированной сепарабельной р-группы А при условии 
изоморфизма группы А на ее вполне характеристическую подгруппу S, за­
даваемую последовательностью а . 
Пусть а= (а0 , а1 , . . . , am .. . ) -возрастающая последовательность неот-
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рицательных целых чисел и символов оо (для любой пары индексов (i,j), где 
i < j, а; < aj, если а; :f:. оо, и а; = aj , если а; = оо) . Если а;+ 1 < а;н, то 
говорят, что nоследователыtостъ а и.меет С!СШЧО!С в а;н. Обозначим через N0 
множество всехнеотрицательных целых чисел. Длиной Л (а) nоследователь­
ности а называется наименьшее число i Е N0 такое , что а; = оо ; причем 
полагаем Л (а)= оо тогда и только тогда, когда а;< оо для всех i Е N0. 
Возрастающая последовательность а = ( а0 , а1 , ... , ап. . . . ) неотрицатель­
ных целых чисел и символов оо называется И -nоследователъностt>ю для ре­
дуцированной сепарабельной р-группы А, если для любого а; :/:- оо имеем 
а; < Л (А) и всякий раз , когда существует скачок в апо аn_ 1 -й инвариант 
Ульма- Капланекого !А(ап-1 ) группы А отличен от нуля (!17)). Обозначим 
через А(а) следующую подгруппу группы А: 
А( а)= {а Е А 1 h{p"a);::: an для всякогоn Е No} . 
Понятно, что А (а) - вполне характеристическая подгруппа группы А. Из 
результатов И . Капланекого (!17) , с. 56-66) следует, что всякая вполне ха­
рактеристическая подгруппа S редуцированной сепарабельной р-группы А 
имеет вид А (а) для некоторой И-последовательности а, причем подгруппа 
S представляется в указанном виде единственным образом . 
Пусть а (ао, а1 , . .. , an, .. . ) - возрастающая последовательность 
неотрицательных целых чисел и символов оо. Будем говорить , что ре­
дуцированная сепарабельная р-группа А имеет а-!Соnию, если а - И­
последовательность для группы А и А ~ А(а). Заметим, что если А -
неограниченная редуцированная сепарабельная р-группа и А имеет а-копию, 
то Л (а) = оо , то есть в последовательности а нет символов оо. 
Обозначим через W множество всех возрастающих последовательностей 
неотрицательных целых чисел и через W0 - множество всех возрастающих 
последовательностей неотрицательных целых чисел , начинающихся с нуля . 
Основными результатами второго параграфа являются следующие теоре­
мы . 
Теорема 2.3. Пустъ а Е W и А - неограни'Ченная редуцированная се­
nарабелъная p-гpynna, имеющая а-!Соnию. Тогда 
1} если nоследовательностt> а д.IIЯ не!Соторого i имеет с!Сачо!С в а;н , то 
/А (i) :j:. 0 и /А (i);::: fA (а;) ; 
2) если в а;н с!Са'Ч!Са нет, то !А (i) =!А (а;). 
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Теорема 2.4. Пусть Q Е W0 и А - неограниченная редуцироваюtая сеnа­
рабельная p-гpynna, все инварианты Улъма - Каnланс11:ого 11:оторой 11:онечны. 
Тогда, если Q и.меет хотя бы один С!СаЧОJС, то групnа А не и.меет Q-JConuю. 
Вторая глава состоит из трех параграфов . В начале главы вводится сле­
дующее определение. 
Группу назовем I F -груnnой, если она изоморфна некоторой собственной 
вполне характеристической подгруппе. 
В третьем параграфе исследуются некоторые свойства I F-групп, в част­
ности, рассмотрены I F-группы, являющиеся прямыми суммами своих вполне 
характеристических подгрупп . Получен следующий результат. 
Теорема 3.4. Пусть В = ffi В; , где В; - вnолне хара1етеристичес1>ая 
iEJ 
nодгруnпа груnnы В для 1еа:ждого i Е I . В является I F -груnnой тогда и 
толысо тогда, 1еогда существует хотя бы один инде?>с i Е I, для 1еоторого 
груnпа В; является 1 F -груnnой. 
Из теоремы 3.4 вытекает важное следствие. 
Следствие 3.5. Периодичес?>ая групnа является 1 F -груnnой тогда и 
тольJСо тогда, 1еогда н.е1еоторая ее р-11:омnонента является I F -груnnой. 
Доказан также следующий результат об ограниченных группах. 
Теорема 3.6. Вся1еая огран.и'Чен.ная групnа не является I F -груnnой. 
В четвертом параграфе рассматриваются нередуцированные и делимые 
периодические группы . Основными результатами этого параграфа являются 
следующие теоремы . 
Теорема 4.3. Дели.мая nериодичес11:ая групnа не является I F -груnnой. 
Теорема 4.4. Для нередуцированной nериодичес1еой групnы А следующие 
условия эJСвиваяентн.ы: 
1) А является I F -груnnой; 
2} не?>оторая р-1ео.мnонента груnnы А не является делимой груnnой и 
и.меет редуцированную часть, 11:оторая является I F -груnnой; 
3) редуцированная часть груnnы А является I F -груnnой. 
Теоремы 4.3 и 4.4 сводят исследование периодических I F-групп к иссле­
дованию редуцированных примарных I F-групп. 
В пятом параграфе исследуются примарные сепарабельные 1 F-группы . 
Существенную роль в этом исследовании играет понятие допустимой после­
довательности, введенное в этом параграфе. Пусть А - сепарабельная р-
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группа. Строго возрастающую последовательность неотрицательных целых 
чисел i 0 , i 1, ... , iп, ... назовем доnустимой для группы А, если для инвари­
антов Ульма- Капланекого этой группы выполняется система равенств 
i•н-1 
!А (k) = L !А (i), k Е No. 
i=ik 
Получен следующий критерий для неограниченных ]Г Групп, являющихся 
прямой суммой циклических групп. 
Теорема 5.2. Пусть В - неограни-чен.ная p-гpynna, .являюща.яСJI. nрямой 
суммой цшсли-чес?Сих груnп. Груnпа В является I F -груnnой тогда и толь?Со 
тогда, ?Согда для нее существует доnустимая nоследовательность, отли-ч­
ная от nоследовательности всех неотрицательн'Ых цел'Ых -чисел, уnорядо­
-ченн'Ых по возрастанию. 
Для произвольных сепарабельных ]Г Групп получен следующий результат. 
Теорема 5.3. Сеnарабельная p-гpynna не явл.яетСJI. I F -груnnой, если ее 
базисная nодгрупnа не явл.яетСJI. I F -груnnой. 
Для неограниченных сепарабельных ]Г групп доказана такая теорема. 
Теорема 5.4. Если неограни-чен.н.ая сеnарабельна.я p-гpynna является I F-
груnnой, то для нее существует доnустимая nоследовательность, отли-ч­
ная от nоследовательности всех неотрицательн.ъtх цел'Ых -чисел, уnор.ядо­
-чен.н'Ых по возрастанию. 
Периодически полной ]Г группой называется периодическая часть Т (Б) JГ 
адического пополнения Ё прямой суммы В циклических JГГрупп ([7], с. 22}. 
Впервые эти группы стал изучать Л.Я. Куликов, он называл их замкнутыми 
группами ([5]). Такие группы играют фундаментальную роль при изучении 
]Г Групп. 
Для периодически полных ]Г групп в пятом параграфе получены следую­
щие результаты. 
Теорема 5.5. Для nериоди-чес?Си nолной р-груnn'Ы А следующие условия 
э?Свивалентн'Ы: 
1) А .являетСJI. I F -груnnой; 
2) базисная nодгрупnа груnn'Ы А .является I F -груnnой; 
9) А - н.еограни-ченна.я груnпа, для ?Соторой существует доnустимая nо­
следовательность, отли-чн.ая от nоследовательности всех неотрицатель­
нъtх целъtх -чисел, уnорядо-ченн'Ых no возрастанию. 
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Будем говорить, что последовательность инвариантов Ульма- Каплап­
екого неограниченной сепарабельной р-группы А является nepuoдuчeC1Coil, 
если существует такое k Е N, что для всех п Е N0 выполняется равенство 
/А(п) = !А(п + k). 
Следствие 5.6. Пуст"Ь А - nерv.одичес?Си nолная p-гpynna. Если nосле­
дователыюст"Ь инвариантов Улыш - КаnланС1Сого груnn-ы А яв.!IЯется ne-
pиoдuчec?Cotl, то А - 1 F -груnпа. 
Следствие 5. 7. Если д.!IЯ nериодичес?Си noлнoil р-груnn-ы А существует 
та?Сое ?Сардинал"Ьное число "f, что !А(п) = 'У д.!IЯ '/Са:ждого п Е N0, то А 
яв.!IЯется 1 F -гpynnotl. 
Третья глава состоит из двух параграфов. В этой главе изучаются группы 
без кручения, содержащие собственные вполне характеристические подгруп­
пы, изоморфные самой группе. 
В шестом параграфе установлен следующий факт. 
Теорема 6.1. Групnа без 1еручения А содер:жит собственную вnолне ха­
ро.?Стеристичес?Сую nодгруnпу, uзо.м.орфную ca.м.oil груnпе, тогда и тол"Ь'IСО 
тогда, ?Согда А - не дели.м.ая груnпа. 
Группа без кручения, не являющаяся делимой, всегда содержит собствен­
ную вполне характеристическую подгруппу вида пА, изоморфную самой 
группе. Далее рассматриваются группы без кручения, которые имеют соб­
ственную вполне характеристическую подгруппу, отличную от пА, изоморф­
ную самой группе. 
Группу без кручения А назовем 1 F -гpynnotl, если она содержит собствен­
ную вполне характеристическую подгруппу, отличную от пА, которая изо­
морфна самой группе. 
Основным результатом шестого параграфа является следующая теорема. 
Теорема 6.4. Нередуv,ированная групnа без 'IСручения яв.!IЯется 1 F-
гpynnotl тогда и тол'Ь'/СО тогда, '/Согда ее редуцированная част"Ь яв.!IЯется 
1 F -гpynnotl. 
Основными понятиями для групп без кручения являются понятия харак­
теристики и типа. 
Характеристикой называется последовательность неотрицательных целых 
чисел и символов оо. Обозначим через Х множество таких последовательно­
стей. Если Xl = ( k1, .. . , k.., .. . ) и Х2 ( l1, ... , ln, . . . ), то полагают 
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Х1 $ Х2 тогда и только тогда, когда kп $ ln для всех п Е N. 
Две характеристики ( k1 , .•• , kп, ... ) и ( 11, .. • , ln, ... ) считаются эJСвива­
лентн'Ьiми, если перавеяство kп =F ln имеет место лишь для конечного числа 
номеров п, и только тогда, когда kп и ln конечны. Класс эквивалентности в 
множестве характеристик называется тиnом. 
Пусть А - груnпа без кручения, а Е А. Последовательностьр-высот 
х(а) = (hp,(a), ... , hPn(a), .. . ), 
где р1 , • .• , Pn, ... -nоследовательность всех nростых чисел , уnорядоченных 
по возрастанию, называется хараJСтеристиJСоil или в'Ьiсотной nоследовател'Ь­
ностью элемента а. Если х( а) nринадлежит типу t, то говорят, что элемент 
а имеет тип t. 
Группа без кручения А, в которой все неиулевые элементы имеют один и 
тот же тиn t, называется однородной группой (типа t) . 
Пусть А - группа без кручения . Если v Е Х, то обозначим через A(v) 
следующую nодгруnпу группы А: А (v) ={а Е А lx (а) :2: v }. A(v)- вполне 
характеристическая подгруnnа груnnы А. Заметим, что если А - редуци­
рованная груnпа и характеристика v состоит только из символов оо, то 
A(v) =О. 
Редуцированная группа без кручения А называется х-груnnой, если всякая 
ее вполне характеристическая подгруппа S имеет вид S A(v), где v 
- пекоторая характеристика (llJ). Редуцированная группа без кручения А 
называется вnолне транзитивной, если для любых двух ее элементов а и Ь, 
для которых х (а) $ х (Ь), существует эндоморфизм 1р этой группы такой, 
что 1р (а) = Ь (ll5J). 
Основным результатом седьмого параграфа является следующая теорема. 
Теорема 7.1. Однородн'Ь!е x-гpynn'ЬI не ЯвJIJiютС.Я I F-гpynna.мu. 
С помощью этой теоремы получаем такие следствия . 
Следствие 7.2. Собственная вnолне хараJСmеристичесJСая подгруnnа S 
однородной вnолне транзитивной гpynn'ЬI А изоморфна груnпе А тогда и 
толь1ео тогда, 1еогда S = пА для не1еоторого натурального числа п, отлич­
ного от едuниц'ЬI. 
Следствие 7.3. Собственная вnолне характеристичесJСаЯ nодгруnпа S 
однородной редуцированной сеnарабельной гpynn'ЬI А изоморфна груnпе А 
тогда и только тогда, когда S = пА для не1еоторого натуралыюга числа 
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n, оmли'Чн.ого от един.ицt>~ . 
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